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С середины шеотид$оатнх rодов идУТ ввтевовввне 

иссJ!едованиs механизма алrвбравчеСRих внчис.11ений с 

цeJIЬI) ооэдаим азJJКа, позвомпцеrо описнватъ мrоритмн 

таких внчис.11ений с посжедупцим их внпо.IIВевием аа :JlМ. 

Примераш ре8JП1зовавннх 1RIIВGpc8JIЪннx r.истем, прес

Jiедупцп эту це.пъ, ЯBJIRIIТOJI взнв: АНАЛИТ.ИК дм ЭВМ .NИР-2 

(IJ, систвмв АЛЪКоР t21, S»tl'RA-BASIC fЗJ. МАСSУМА f41. 
REDLCE [51 и .цр. Эти и мнссество .цр)'l'их систем подОб

воrо рода раз цчвwми способами BШJBIJD)Т все то разноОб

рези в проблем, которое возникает при пошmсе oпиcllШISI 

процессов алгебраических вычисяений в виде ажrоритмов. 

СЮновныо про6.лемн. Общие дм всех ет•х систем, 
овsзаВН, на наш взrJUЩ, о отсутствием ацекватноrо аппа

рата ковс'l'РУJIРОвания и анализа всего тоrо мноrооdразu 

типов значений. которое появляется в процессе внчис.пе

вий. Поmrrкой pemeiOiл этих проолем в 6олЪJDИнстве сис
тем JI:&Jr.яeтcя введение фвксированноrо н86ора встроенннх 

типов значений с соответствУJJЩим аш:rарат<* п внао:эа.. 

Тек, в системе REDLCE пред.11оzено неско.11ько ветровиных 

типов данннх, среди которых - ск8J'.ярнне выражения, мас

сивы, матрицы. 1IрвдОС').'8ВАлется тsue встроеиный аппа

рат частичноrо анализа отруктурн значений этих типов. 

Одцвко аппарат этот столь недостаточен, что руководства 

по испо.пьэованию системw о6 этом сразу првдупрежд&~т. 

и, в с.11учав необходимости проведевил бо.11ее слоано~:"а 

ана.пиза стр~турw .значений, рекомендуется перехсщитъ на 

яэнк pe8JIJIЗIЩIШ оистемн, - в двина. о.аучав LISP. К 

та.rу ие, недостаточность в.цекватюо: средств конотрJИРо

вания типов данннх ведет :к пomrrкsм антерпретации новнх 

типов JШ81)1ЦИNJ11Lй средствами, что, в свою очере.цъ, 

приводит к rромоздкости, не3ффвктивности и. во мноrих 

CJifЧ8JIX, К HeBOЗMOJitHOCTИ 11рОДО-8НIIЯ pa60'l'H. 

Пнталсъ по-своему реiПИтъ эти проб.llемн. о прв,цва

ритеJIЪно проведем анаJIИЗ и построим модеn фУНJtцион.иро

вnвил предметной Области, называемой ~елrв6равчеакие 
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ВIIUOMIIIIII". За'f811 JIPЦЖQI8 888, В :КO'l'opcll б1де'f 
Оdео:ав•ва В081QIJI00'1'Ъ :ковстррр08811118 в &IIUIIIa всех 
28J: 'fВDОВ UIQIIП' 1 :КО'fор18 D0888'1'C8 В BВIIIIЙ IIQI8D В 

б11In ДOO'Ifr!OUII д.UI предо'181U8111111 JlllбJa Ul'8бpallчecltп 

осs• • .,ов. 

0cBOВJIIIIВ DOВ8'1'ВJDUI, ВCDOJIЪЭJIIIIIIIВ прв ODJIC8ВJIB 
DpOQecca ВIAIIC.Ieвd в ма'f8ма'f11Ке, JJВJIJII)'fCЯ DОНЯ'fВR мно

аесnа в фYIDtiUDI. При В'fОМ uo.цpaayмeвas'fCR. Ч'fО с ка

дrм ВЭ Э'1'ВJ: DOIU!ПЙ 0ВR81D&DrCR 1181tОТОрве ВД8&JIЬВЫ8 

Об'ектн, ИМ811ЦИ8 З8Д811НУ11 C'fPJК'f1PYt В Об.llадапцl[е опре
Д818ВШIМВ СВОЙСТВ&МВ. ГовОр!l О RЭIIt8 1 ОПИСНВ8111t811 p88-
DЧIDI8 ввдн ип повтd, мн бrдем вметь в вид1 некото

рнl CП8IUI&JIЬШIЙ СJI}'Ч8Й З Н а :К О В О Г О 

11 О Д е J1 И р О В а Н В R. При 8TCI4 М:ОД8JIЬ ДOJIIUia 

адеRВ&ТВО O'fP8U'fЬ Kat C'fPJКTJPf IIIOДQ.IUipyeмliX Об 1 8КТОВ1 
так в п свойства. Уверенность в возм011нооти этого 

uроистекаsт из убеждения. что механизм aJII'eбpaичeCIUIX 

ВJiЧIIc.reнd построев по Dp8ВJIJ1811, DрИроду котори моано 

смодепроваn, освоввваясь на оrноситеJIЬно небоJWDом 

чвс.11е uовяпй и цр:ивциuов. Мотивы, по :которъм мн внбе

рем в даJIЬВеЬем веОбход!111Н8 нам базовне понятия. пояс

ввм црв Обсуsденив вaecJie.QJ~ЦX примеров работа с 

Dре.UС88ВВНМИ MOДeJUDIJI ВНЧВ:СJ18НИЙ. 

В качестве примера рассмоrр1111 один из спосОбов 

модеuровавия натурuьвх чвсе.11 и построениве системн 

р8ЦИОВ8JIЬВНХ: ЧИСе./1 Как p8ЗJJIЬTaT деRТ9JIЬВОСТИ Над ИИIIIIo 

ВерОJJтво, один из самнх uростнх спосОбов знаковоrо 

модепро:вания понятия коnичества это представление его 

в виде стр<Jtи из однородной пос.педоватеnности одвнако

внх знаtов. - например, знаков I. Тоrда копчество 

"три" будет представпено :как III, :копичество "nять" -
IIIII, ну.11евое копичество будем пока изОбражать пустой 
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с•rрсжой. Такую знаковую модель количества будем назы

вать натуральiВIМи числами в едиflичной еветеме счиспе

ния. 

ВЬJбор опксоиноrо способа моде.IIИрования коuqеотва 

предстовяпетоя впопве ацекватн~ по следующим сообраме

нилм. Определим сумму Jf)JY'X натУРмышх чисел как 

конкатенВIU!II соответствуuцих им стрсж. 1'оrда тот факт. 

что ОJМЬ~а двух количеств есть снова количество. соот

ветствует свойству строк символов при конкатенации 

~разовывать строку симво1ов. Коммутатокости и ассоци

ативности сла.ения копхчеств соответо·rвуот т8 же свойс

тва конкатенации. 

Теперь пусть у нас кроме функции слохенил опреде

лена еще и рекурсивная функциs вычитания. Алгоритм 

вычитания оuреде.11им как процесс отщепJiениs у Raa;дoro .из 

аргументов слева по одному символу с применешtем к 

ост8В111имол частям арr~ентов снова функции вН~Штания. 

Работа urоритма бУдет продоJСКат:ься до тех пор. п~а 

правый арr~ент не станет пустны. После чеrо вычиоленu 

прекращ811Тсл а левый арrумент вwдается в качестве 

резужьтата. 

Мн построив энаков;ую модель мнонства натУРальных 

чисел. rде каждый э.11емент мнОJtества изodpa&ae'l'CII отро

коl С:ИМВОJIО.S. 

дм изоdражения на~~еrо нвморе111111 аычиолит:ь функцию 

l в эацанией то'ЧКе х мноаества 1 мы воспоJьэуемся 

!рsдициоВJЩМ обозначением F(x}, rде оначапа идет строка 
оимво.11ов, ооозма'tапцм 1DUI функцu, а затем отрmа 

арr;умеюа, ЗSI'CIШЧ&IUiaя в скобки. Если функция опреде

Jена на двкартовом произведении мвоаеств. то в соответ

ствии с .uатематической традицией, тот же факт будем 

иа06ра.аат:ь в виде F<x, у, • • • , 'Z). Ecu значение фун
хщии но зависит or аргументов, то MOJIНO писать товько 

имя фуЮtции. Такие о6'ектн мы будем называть вызовами 
фу!~Ц!J~. Процесс ВЬ.''1ИОJ1еНИ.1 оуцет ЗmtJIIIЧaTЬC.R в замете 

такого .вызова функц.i4И на ее значение в зацаilиой течке. 

Тогда для оr.»оанной вiШ!е фуюtции сложения ADD и 
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рекурсивиоl функции ввчитания SUB будем иметь: 

ADD(III, II) _..., IIIII 
SUВ(IIII,III) -")' I 

В да.u.ве.йшем, для простотн из.11оzенил, при неосsход:в

мости, будем переходить к десwrичиой записи чисея и к 

и!ф!ксной форlе записи ариф.tетичеаких операций. 

Введевне фУнкции споzения и вычитания ;yJJte 
ПОЗВОJIJШТ И8М ВНЧИСJIЯТЬ ЗНаЧеНИЯ некоторшс: Вliр8118НИЙ, 

пpeдcтsвJieВIUIX в виде суперпозицп 8'l'и:t функциЙ, и при

ВВМ811QП sиaчeiDIJI на множестве иатурапьн:ы:х чисе.11. 

Нвпример: 

«з + 5) - 8) + 2 -> 2 

Однако, пытаясь тем же способСN внчиспть значение 

внрuения: 

(З - 8) + (З + 4) 

МН CT8JIКU88MCJI С тем, ЧТО И8Ша фJВКIUIJJ SUВ JIBJIЯ8ТCJI 

частичвоl, и не опреде.11ена при OCSpsцeнu SUВ( 0,5). Зт;r 
ситу8ЦИI) нам необходимо как-то интерпретировать. Тради

ЦI[ОВННЙ способ sак.1111чsется в том, что такая ситуация 

0CS 1 JIВJIJI8ТCJI аварИЙНОЙ И BIAИCJI8НJIIJI прекр8Щ8ЮТЯ. 
Неудов.11етворите.11ьность подосsноrо подхqда nроисте

кавоr прuде воеrо из тоrо. что в дани<* случав значе

нием всеrо .ввражения, явмется иатурал.ьное ЧИС.'IО "два". 

А ДОВ8СТИ ВЫЧВСJ19НИЯ ДО КОНЦа не JJt8.JiOCЬ TOJIЫ<O ПОТСNУ, 

что поряд<JС ВIАИСnений был зацан "'неудачно". При sтом 

возможно такое аквиважентвое прео6разоваяие данного 

8JП'Ори'l'Ма, ;rштнваnцее ассоциатвность .а коммутативность 

C.IIOЖelfИJ:I, которое позволит довести в.JJчисл~иия до конца. 

Друrой подход, по-существу модепрупций .IIOГ!!IY.Y 

постр09ив:Я существуацеrо языка алгебры, заключается в 

следующем. Если неОбходимо вычислить значение функции 
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в точке, вахо~ейся вве Обжасти оцредежениs, то в 

качестве значевия фуиtцп в этой точке пороцается 

новый синтаксический Об 1 ект, отраа811ЦИЙ фаtт :внаова 
ФYIIКIUDI в заданной точке. Этот об 1 ект мв опреде•им как 
строку, пожностЬI! COВПaдaiiQJII с текста. внзова. Такой 

спосОб доопреде.11евия ФJнкцd будем назwватъ 

задеракой внчвсженвй фУнкции, ип: 

просто s а д е р а :к о й ф у в к ц и и. Значение, 

по.qчаuцеесs в резу.11:ьтате такой зацерuи, будем назы

вать и н т е н с к о в а .11 о м ф у в к ц и и вu, дu 

боm.шей itpaТY ости, просто и в т е н с и о в а 11 о ы. 

В вашем примере, вiA.IIтas вооемъ из трех, мн пoq

ЧIIII в качестве sначениs страсу SUВ{0,5). Пос.11е чеrо 
BJRaCJ181WJ будуТ DpOДOЛitaTЪCJI, НО при ЭТОМ МНОI!еОТВО 

значений пополнитоя порацевиiiМ виеноиовuом функции 

suв. 
Необходимость задерuи мотивируете~ потребностЪJ) 

дuьвейшп ВJ:IЧИcJeRIIЙ наруавнх вызовов ~ций, которне 

пpOДOJIUI)ТCJI, но ;уже на расширенвоit 06.11асти oпpeдele

JDIJI. Ясно, что .IWI продоJJКениs :внчвсJiений неОбходимо 
доопредепть Jtll'tв:e-тo функции в т01Dtax расuрения. 

Dростеwй спосОб зак.~~~Jчавтоя в тоы, что всякм функ

ция, значение которой внчис.uетСR в точке из р8СШ11рен

вой части области, в свою очередь задерживается на 

TliEOМ аргументе. Есп ае точка прмнад~еа11т рвиее 

допустимой части 06.11асти oпpвдeJIEI!.ntJI 1 то внчис.ilеюUJ 

продоJWаютсл как к праде. Напр&ер, внраание: 

(З - 8) + {З + 4) 

внчислениое по предл01tенвым npan:Jiaм, будет пр11ввдено к 

ВIIДУ: 

ADD( SUВ( О, 5) • 7) 

Здесь произошла зад8рu<а как фуluщии SUВ, так 11 фувкцп 
ADD. При этом м:ы, в накотором омнсле, продвину.101оь к 
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u.emr. Так что, хотя :внчислеиия с нашей точки зрения и 

не заверпенн, но nQЦвыражение Э + 4, соотавлящее -ч:ас'l.'ь 

всего вырЗJ~ения, вычисJIИлось. Такие ВЬ!ЧИсления, :когда 

единственным способам автоматического дgопределения 

фУJПtцви яв.лявтся эадерпа, мъt будем называть 

ч а с т и ч н н м и в н ч и с л е в и я м и:. 

Доопределяя все функции тояько таким одвоооразннм 

onocOdCJA КВ!< эадерва, мн, по-существу, рассматриваем 

Иli'l'eнcиoи6JI, на котором производим эадераr в процесое 

частичв.ых BIRJICJIEIIIИЙ, как ocs'etcт, о котором нем совер
шевно иа:чеrо не известно. Но ведь интуu:тивио sсио, что 

в даннем nримере, коrда мы звдермааем CJIODНillil на 

интепсиовапе ранее sад8ркаиноrо BiiЧИTSВU, 1 s:ao OW.IIИ 

основания рассчитывать на 0о.11ее успешное прvдааввие 

вичиспеиий. Ибо задерживая в посяеДJtем пpJWepe BW'D!'t&o

ииe и пopar.~tu иитеиоиоиал SUВ( 0,5), мн иоходиJП& из 
тоrо, что моu~ онть нам и не н;vжно бWJiO внчитат:ь пять 

иа нуля, но за'!'О в д8J1Ьиейшем, возможно, нем надо Оуде'l' 

ск.11адыаать этот интеноион8JI о каким-uоо числом, напри

мер, семъ. Тоrда в реау.11ьтате анализа отруктурн .антен

сионала, поданиого в Rачестве ар~ента фувхцп ADD, 
будет учтено, что содеркате.11:ы1о интенсионал SUB(0,5) 
зто незавершепное внчитание, и ф:ункцu ADD будет дооп-
ределена так, чтОбн внчислени:s моrп бнть хоррехтно 

продоп:енн. Один из вариантов тнко1•о доопределе:ния 

мает быть спе.фЦИМ. Сначала следует поместить 7 в 
R&чествв .11евоrо арrумента функции SUВ, а потом продо.ll

аит:ь вычио.11ение функции SUВ при нов:ых значениях арq

мевтов. После чеrо мн, нsонец, ПОJIУЧММ искомый 

резул:ьтат 2. 
Таким Образом, мн имеем новый тип данн:ых в виде 

ивтевсиова.~~ов, по.11учэнинх в резужьтатв задерики вЬJЧИТа

ния на паре натурмьюпt чисеп. Мы СJtлоинн трактовЕiт:ь 

TSКI'Ie :!!Jft'eiicиoнaлн как отрицатепыше чис.11а. Аиыоrичво 

мн можем интерпретировать рециона.11ьные числа квк uвтен

оионалы, поЛ}"lенные в резу.пь·rате задержк11 ч&етичной 
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функции де.~е:ния ва паре це.па: v:oe•. Ts, Dlon'asc:ь 

раздежить 1 ва 2 мы вожучаем квтеновонаж D1V(1,2), в.
в иJфпссной З8ПИСВ 1/2. Опредеженве eJt& одной Обратвоl 
ф;увкцп - квацратвоrо :корня S<R!', дает пр&ер .цp:JI'OI 

частвчиой ф:ункции, порсwдащеl т8КJ11е, например, квтеи

сионuн как SQRT(2) вп SQRТ(-I). 

До оп пор расоматривап:сь то.t:ько арвф.tе'l'ИЧескве 

ф;JВКЦИИ 11 ИJI'l'8HCJIOН8JIH 1 ПОJТ«18ННW8 П ЗЦ8р11КОЙ. Шеб

раичесхие ze внрааения содеркат, кре~~е тоrо, Об 1 вктн, 
вазнв88Ш!е первменнЪDШ и внзовами ф:JНКцd. Nн С:SJДем 

моде.11Ирова'lь кх внтеноион8Ji8148 фуюtцвl без арrументов, 

• с аргументами соотве".'ственно. Есп ввашпе ф;rвкцu 

не dJ)JJ'f опециаnно доопреде.IЯ'l'ЪСЯ на зтп ввтевсжоне

.аах, то 11аствЧRЫВ иычио.иеНIIЯ вое равво бJ.Q'l' nровз:ве

девн авТQАапческв. T11t Ч'tо, есп вsОбходвмо внчво.ат:ь 

вvрuенве х+ 1 ~ то функция CJIOUНIUI проото зацерuва

етоя, и зва"Чевием внрвuивя бJДет ADD(x,I). Aвa.lor:nкo 
ОQ11аю ариф.tетичесхп 11И'l'енсиов8Jiов мокко явно доопре

деП'I':ь фувкцви Ва JIВ'1'8HOJIOIJ8JI8X П8ра118ННJ.D[ И ВНЭОВОВ 

фJВКЦВЙ ltlltJDШ-ro COO'l'Вe'l'O'I'BJIIIVDIII ЭВ8Ч811ВJDо1И. 

Тек.IIМ образом. в в•еl модео :внде.1еин CJI&.QJII!IIe 

I.I&М&R'l'lll мехаииама 8JII'8бр811Чесхп внчво.1евd: 

аацераtа ычв:с.~еиd - пороцепе ВН'l'евоиовuов, 

ч:вспч111i8 внчв:сJ18ИВJI на p8CIIIIptliПiol Обжвств 

oпpeд8J18JIU~ 

авапз стр;уктJРН иитевсвовuов д.ц явноrо дООDрlде

.11евu ч~'l'ИЧRП Фfнкцd ва них. 

В яз11tе urебраическвх внчвс.1енd доаев dJnь аппари 

ДJU! цекватноrо внрааения всех втп деlствd. 
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2. ПОСТРОЕНИЕ ЭЛЕМЕШ'ОВ ЯЗЫКА 

Рассмотра функции F: Х -">-У и G: У _..,.l. Кеждаsr 

точка мвоаеотва Х О'l'J114Чавтся для нас от другой точки 

тоJПаКо своим увикuы1ым именем. Имена алементов множес

тва СSу,цем изОСSраать страtой символов. Например, х, 

xi, Z28A - описание трех раэ.IIИЧНЫХ элементов. Семанти

чески кацое из этих имен представцется нам цеJIОСтНJiМ, 

недеJIИМwм осs'вктс:»« и, творетически, не требует анализа 
ero синтаксической структуры. В дальнейшем такие 

вмена, явJUJDЦиеся идентифшtаторами, будем называть 

п р о с т н м и о б 1 е к т н н м и т е р м а м и. 
Э.пементн множвства У первоначмьно мorJIИ обозна

чатьол топько проотыми оо'вктными твр4ами, во в даль
нейшем, соrласно наmей концепцив. задержаввше вычисле

ний, МROiteCTBO значений MOJiteT бНТ:Ь ПОПОJПiеВО 

епемевтами, Обозначавмш.ш стрсжой вида F<x) ИJIИ 
F(xi, ••• , xN). Такие интвнсиовапы получипиоь в резуль
тате задерики частичной функции F, твк что MAII можем 

рассматривать их как :имена вовнх точек из раоерениоrо 

множества v. Аныоrично множество Z бу.цет поnоJШево 

злементами с именами вида в.(уi), G<F(xi,x2),yl) и т.п. 
Об' вктн с подооной сивтаtсичвской соrрукт:rрой будем 
называть в ,цuьнейшем а п п л и к а т и в н н м и 

о 6 ' е к т в н м и т е р м а м и. С)Щ&(.!ТВеввш 
свойством таких 1.1Мев лвuется то, что в них зафиксиро

вана их сОбственваJJ "Историл" появлеШUJ. Анализ Э"rОй 

истории ввм может бнть н;,жен ДJ1Я тоrо, чтобы л:ано ,цооп

редеuтъ на таких элементах функц.1111 S. Дпя етоrо в 

лзЬJКе неОбходимо средство синтвксnескоrо авs..'IИза 

подобишс: структур. 

Од111н Jl3 простейших способов описани.ч функЦии 

эакJШ11автся в задsнии ее в виде та6Dцн, Itв.аrдая строка 

которой задает пару; вpr;vt.teН'l' - значение. Н81Iр.ИМер: 

F(O) = I; 
F<l) "' 3; 



Но таой опоссЮ описания не ;rстреиsает нас, :коrда 

мвааество эJJекевтов Х бесконечно ив оПJШtсм &е.IПо. 

Мк до.DШI выбрать способ ОШI.С&.ИИ.il фуиr.цп, опреде.веииоl 

аа бескоаечвом маожестве, :ковечнw ЧИС.IQ& пре.uОJПвий. 

Jt.u атоrо Ве00.ХодDО 0 Ч'106Ы ОДНИII пред.IО&ШiеМ MOIUIO 

CSI.i.to описывать зва11епе фyшtiUDI сра.чу на цежом Jt.lacce 
т011ех из Х о О.JU~ВSКОВой, на давнам шаrе процесса :В1111Diо

женай, :внчисжитехьн~ "оJ,nьбой'~ ПрR &row опвсание 

ковв~ числом пре.uааеаий возwаиио тожько тоrда, 

коrда с;ущест:в:rет :ковв'Тоfое пatplil'.rвe мваа:ества Х семей~т

:вом ТаКИХ ктссов. ПocutCJIЬit7 'l'~JI 8'1'01'0 1010&00'1'88 
пp9ДC'l'8ВUIDТCJI НВМ ТОIЬКО CBO.IDOI 11М8Ba.DI1 ТО КSДОМJ 

:ВWI8yПCIVШO'rQIY С8МЗВТИЧ8сnt01tУ КIЗСС7 до.аев СОО'1'88Т0'1'

ВОВ8ТЬ СИВ'1'ВКСJ1118СКВЙ lt.II8CC JDI8S1 ОПИСЫ118nЦЙОJ1 О.ЦИОЙ 

отракой на нашем язше. 

Дu опвсавия СВВТ81<СJ111еской cтpYJt'.t'JPW ивтовсиона

.иов вам поиа.цобятся два типа П8ремеНJ~t,~Х. О.Ц.в пп 

вазн:вавтоя п е р е м е в в о й т е р м а, в зиа11еН11е.м 

перемев.вОI твкоrо '!'ипа может 6.ыт:ь то.11:ько отрСJ<а, 

.SВUDitMOJi простiАt пв аппJUШативН!iМ терма.. дJR тоrо, 

чтобм в тексте описаккя строки можно бнжо отжичит~ 

Обозав:ч:еиие переменпой от текста об' ектноrо те~~tа, 
пepe.Jt Иk&ПВNВ переuенВIIХ б:rде.ы пwещать спецеnнне 

C.IIЫВO.iH, :КОТОр!:;<Э ОДИОВрАМеВНО бУдУТ иrрат:ь рО.I:Ь СИИТ8К

СВЧ8СitП у:казатежей типа :перемевннх. Обозначение пере

меиаой терма представ.1.11ет собой сим: оя "& ~~ вепооредс~' • 
вевво Эf'. :которw ожед:rет имя этой перемвкной, 

авuщееоа цепвфаатора.. Наnр:имер, & Х, & Yl - .цм 
П8p8k8Н&.I:IX терма. Нам DOН8Jto61i1ТC.S еще О.ЦВВ 'l'ВП 

перемеввмх: зто п е р е м е в в а s с п в о к а 

'1' 8 р И О Во Ее обозначение предСТ881Jf8'1' COOOI OIDШOJI 
t'l#'~ вепосредственво за кo-ropLJМ c.IeДJ&'f вма з~ой Dt'pe
мeвwrefip явм:щеесв цевтщtвкатором. Эначен!lе~ такой 

переменвой моает бнт:ь o.wtcat 001 sктюа: тераов i предс-
781811ЦП собой посJiедо:ватежьвость ocS' uтных nрмо:е, 
paздeжetiJi.lil% запятшо., .1або один об' u:тн&l торм.. Теп:орь 
1 вас ест:ь достаточно :внраэи;теnВIG: средста .ЦU 
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Д8110ВОТр8ЦП ОПИС8ВИЯ ltJ180COB ИВ'1'8ИСИОВ8J10Ве Например: 

F<&.I, А) 
Q(c\-I, А, #У) 

н<8tv, F<&v> , &с<#А> > 

Э.аемевтн кuдоrо из втп KJiaccoв пo.QЧ8JТCJJ подотавсnr 

хой вместо перемеВВНJ: кazrдoro типа значввd, допусТИIIнх 

JUJJ дан:воrо типа перемеввоl. Такое описание, соде:рЕа

.. ее Об 1 ектине тер~н и переменвне, вазываетсs 
с п и с х о м т • п о в н х т е р м о в. 

Описапе фYикiUUI теперь моuо представвть в виде 

ПОСJ18ДОВаТеJIЬНОСП пред.'IОUВИЙ, кuдое !1З !tОТорШ:: JDI88'1' 

C.lleдyщd вид: 

< JIЕВАЯ ЧАСТЬ> = <ПРАВАЯ ЧАСfЬ) ;. 

&цес.ь .1еваs часть ОШiснвает к.1аос точек из обJISСТИ 

опреде.1енв.и фyвкiUUI, t1. правая част:ь - способ BIAИC.Ileн:u 

значения функции ДJ1Я точек a•.roro l!:Jiacca. 
Внчв:с.tениа значения функцп в задавнОй тоЧRе 

ВаЧИВ81)'lСЯ С Oпp8Д8JI8IDIS TOI'O, 1t ltВEtOIIIY ltJI&CCJ приввд

.184И'l' точка. И1411 точки зuавтся в :виде списка 

СЮ1 атннх термов. Бу.цем говорить, что спиоса оd 1 е:ктвнх 
T8piOB 1..0 ОТОJIД80ТВЛJ18ТСЯ С Д811ИНМ СШIСRОМ ТИliОВНХ тер
МОВ LT, еоп существуе'l' такой набор звач:ений ДJIJI пере

меШDП иа LT, что поем подстаноаtи этих значениtt 

:вместо соответствJ~ЦП перемениых в LT, с ;rчетсu :выше 

оформу.u:роваввнх условий, резу.11ьтат совпадает со стро

кой t.O. И1и1 фувкцп, за котор.нм в atoбltвx с.11е.цует СШJ

с<В оо' ектннх те:р~ов, описываоwа точку вызова, будеи 
вазнвать IIВ'l'евсионмом функции. ЕсJ!И вызов функции нв 

содерпт арrументов, то так б;r.п:ем назнва-tь nростой 

об 1 еttтвнй тер~, явл.яоцийся именем фующии. Принвд.llеж
вость точки ка ому-то KJiaccy, означает отождествимость 

вмзова фушtцви с .1евей частЫI соответствупцеrо пред.'lо

аевм. IIpи внбравн(l( HВМJrl способе оnисания Еласев 
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IIOIТf 118р8СВ8'1'ЬС11е T&t Ч'fО Blil3011 ф1Н1СЦП MOJID'r O'rOirl

дeCDII'l'ЪCЯ С .18ВJ.IМJI ЧSO'fSIIII В8CitOJIЪ1ItП пpeд.toaild. 

Д.u "roro, Ч'I'Oбll ввести одвоввачвостъ в :в.нборе пpeд.ton

JUU, upaвu чвстъ ИO'l'Oporo dу,це'!' опредецт~о опоооd 

ВIIUCJI811JU 8&8ЧeiiiiS, J',fOЧНD, Ч'fО ИЗ ВОеJ: 'f8КП Пр8д.lо

.d1111Й 0.18JQ'8'f ВJ,;dр&Ж'Ъ 18рв08 В JIOpJIДК8 O.liДOB8IDU.I В 

МКО'f8 Olii:C8ШUI фувкцо:. 

Есп :внзов фysкiUiи ве <nozдeouи.11os ви с одной 

.~е:вой Ч&С'!'ЫI првдJJоаевd, то авачеuем фувкцп в JUUUi'* 

0.11'1188 бf,lte'!' I!В'lенс.овм, пpeдO'l'aв.IRЩl"JI собой 

061 81t'l'JIНЙ теnм, OJIВ'f81tCFI8CXИ 0011Падащ11Й О тelltO'fOII 
иоrо вsэо:ва. 

Есхи все ае :вsзов фу.нкц.. <nа.деотвв~сs с .ве:воl 

част:.~ каtоrо-то пpe.uoulUIJI, 1'0 ио sнaЧil'l', что дU 
ъоех пepeмeВJIJil, из втоl жевой часп, В81118JIС:.Л nод.ходs

щий не6ор эначен:d. Ilpaвas чвстъ пpeД.IODEU предст..

цеоr c06ol опис<а типо:вш: '1'8рмо:в, содер1rпщп то.u.ко те 

пвременют, и <nорыв испо.о.зовапоь :в .иевои часп. Подо

тавив вмес'!'о втих пвремевиых соответствующие эначенкs, 

ПOJI1ЧS:!DШ6 ва иtше ooroaдecтв.lleНIUI, IOl снова ПО.IJЧИU 

Omt:C<It 001 6R'l'IIWX '!'e.IJ40B8 ПOCJI8 ч.еrо .lllбOЙ ИЗ 061 UТВНХ 
'!'8.'P"'OI! ВТОl'О O!DIШta м~о снова рассwатри:вавтся K81t 
IIIJdЗ'-•» фJВКцп и ero значение вwчв:саsетсs 1UIII80WICSP.ишa 

опособом. Списсж 0Сi 1 еитвwх тер.~ов естественно cuтat:.. 
аtон-чаN.IЬШАI зsаqенвем, eo.u: u о.цвв из ero термов не 
O'fOitЦ80TВ.U8'rCJi В11 О ОДВОЙ .li:ВОЙ ЧSСТЫ! пред,102Н.ИЙ 

uporp1101н. СJедует звметит:r., 11то UL<Онтиtте.1:ьвое aиaчe

ID'il OOO'tUJI8HO 'l'O.IЬJtO Xl !IВ'f8BCИOBUOB фуниЦ.IЙ. Дpyroro 

"'отроитежьвоrо· uuep11ua .. 11111 ве иопо.uзовав. 

З. OIIИG.AllИE ЯЗI:f~А 

!IpOI'""_.>SИNa Ra JlSЬite .RJ.C EIC'l'Jo DOC.I8ДOB8'1'6JJИK ~Ь 

пре.цоаеШs каждое 11Э коо.rоркх: представмет о«Юоl 

опиоаае pэ.Q1tЦИII над IIIНOPCnoм цопус'fDIНХ строк 

IЗ 



оJDiсками Об'uпп термов. Cllll'l'atCJio Nрмов опредеuм 
при пс:маqв форм& Бекуса - Наура (БНФ). 

<'ОБ' Ш'НЫИ ТЕРМ) : := <ПРООТОЙ ОБ1ЕПНЬIЙ TEPIIf> J 
<АIIII.UИКАТИВНЫЯ Q)'.mный ТЕРМ) 

(ШIOO'ral ОБ' ЕКI'НЫИ ТЕРЫ> :: = < ИЮШТИФИiwОР) 

< АППJIИК.А1'ИВНЫИ ОБ' ЕПНЫй ТЕРМ) :: = 
<ИМЯ ТЕРМА> ( <СПИС(J( ТЕРМW)) 

(СПИС(J( ТЕРUОВ} :: = <ТЕРМ) J <ТЕРМ) , <СШЮОХ ТЕРМСВ 

<ТЕРМ> ::= <ОБ'.ШНЫИ ТЕРМ) 

<имя TEPIIA) :: = <'kШЕНТИФИКАТОР) 

<юtЕНТИФИКАТОР> :: = <БУКВА) J 
(~ИКАТОР) (:В.VКВА) J 
< IЩЕШИФШТОР) <UИФРА) 

Все :вwчио.аевu бr.цем модепровать :аре06разов88Ием '1'8р

мов опиоаивоrо вца. Преоdразовавu ошrонввися пpor

patмol, сввтsсвс которой опишем тarze в вв.це ШФ. 

(JIPOI'PAММA) :: = <IIOO.IlF.JlOВAТEJJЬHOCTЬ DPFJlJIOiF.НИЙ) 

<ПОСЩОВАТЕЛЬВООТЬ IIPWJQ.IEНИЙ) :: = {liPWOIEНИE) ; f • 
(IIPEдJlOIF.IiИE) ; (ПОСЩОВАТЕJIЬНОСТЪ ПРЕдJIОШiИИ> 

<IIPWOIEНИE) : : = <ШАЯ ЧАСТЪ) = <'DРАВАН ЧАСТЪ) J 
(IJP'Ii'...JUIOШIИE ЗJJLEPIКИ) 

(IIPWODШIE ЗАдЕРJКИ) : : = (JIЕВАЯ ЧШI'Ь) .if 

(ЛЕВАЯ ЧАСТЪ} ::= <ПРООТОИ ОБ1 ЕЮ'НЫЙ ТЕРМ) J 
<'ИМЯ ТЕРМА) ( < СШЮ(J( ТИПUВЫХ ТЕРМОВ) 
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<пРАВАЯ ЧАСТЪ) ::= (СПИС<Ш ТИПОВЫХ ТЕРМОВ) 

(СDИС<Ж ТШIОВЫХ: ТЕРМОВ) : : = (ТШIОВОЙ TEPif> J 
<ТШIОВОИ ТЕРМ) ,. (СIШСОК ТИПОВЫХ ТЕРМ(JJ 

(ТИПОВОЙ ТЕРм> : t"' <пРОСТОЙ ТИПОВОЙ ТЕРМ> / 
<'АIПIJIИКАТивННЯ типаваи ТЕРМ'> 

<.пРостой ТИПОВ~ ТЕРМ) ; := <nРОСТОй ТЕРМ) J 
(IIEPE141i:ШWI > 

<I1ЕР.ЕМЕШШ> :: = (ПЕРЕIIЕННАЯ Т.ЕIШ> ( 
<ПЕРВМЕНШН СПИСКА ТЕРМОВ) 

<1ШР.(ШЕННJ.Я ТЕРМА) : : = & (Иilf!I ПЕБ!:МЕННОЙ) 

<"IIEP.EМEШWi СПИСКА T.El\108). : : = # {ШШ ПЕРЕМЕННОИ} 

(ИМЯ IIЕРЕМЕННОИ> :: = (ЮlЕНТИФИКАТОР) 

< .АIIIIJlИКАТИВНЫй типав<й ТЕРМ> : : = 
<ЖА3АТЕJIЪ ИМЕНИ ТЕРМА> ( < CIIИC(I{ ТИПОВЫХ ТЕРМОВ) ) 

(ЛUЗАТШ ИМЕНИ ТЕРМА) ::= (ИМЯ ТЕРМА) J 
(ПЕРЕМЕННАЯ ТЕРМА) 

В правой части пpeд.IOUIWI моrут :испо.uзоват:ься 

тоя:ько те перемевнне. имена которнх вс~чапс:ь в JI8BOй 

части. Дейспие JIМ&H перемеиннх .11<Е&ЯИ8оввво в преде

яах одноrо пpeдJIODНИII. В яевой части npeдлoжe!DUI 

может испош.зоватьо.я тоя:ько одна переменвея cПJIOit.a тер

мов на одна.. уровне спиака термов. 

Т Е О Р Е М А З.I. Есп в списке об'ехтных термо.е 
один из тер.tов списка звмеиить на списак od1 ектных тер
мов, 'IO результатом будет скова сп.ис<Е об 1 ектннх тер
мов. 
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С В:81КД11М ~IШОМ пepeм&liiUIX C'8118ЫВ88'.fQJJ MRQUCDO 

дOJIYOПiiЫX значевий. ДопуоТИМJМ значением дu перемаи

ной ~ерма SB.Ue'fCJJ .mбОЙ Об1 81tТНWЙ Т&JМ; Д.IS П8р8М6ЧНОЙ 
описка те~ов - списев Об 1 a'l'RНX термов. 

О П Р Е Д Е J1 Е Н И Е З.I. Подстановкой DШ..Т.А 
вазывав·rсs мвоuство упорsдоченн.ых пар u.ца <Ы, .А), r.це 

М - пepeмeRRas, А - .цопуотимое дu данкого типа пере

менвой эвачевие. 

О П Р Е Д Е Jl Е Н И Е 8.2. Фуякцц S, стОбрмаацаа 
.цuартово IJроваведев.ие мнааесnа спвсиов ·rшов:ых термов 

LT в wн011ества подстановев DEtTA в мвожвство списков 

oes• ехтншс тер~ов t.O, называется фувкц.ив!!: подотавовки. 
ЭвачеШiе Ф1ВJЩии подставо.вв:и на паре <LT .DEL.TA) :внчв:с
.uетс.ll с.аеду~Щ:вм образом. Дм nu.цой переменной м. вхо

.цsщей в страtу LT, находитез эвачепе А, опио8ВИое д.u 

этой переменной в подставовке D&.TA, в 8'1'0 f!начепе 

подставJUiется в отреву LT :вместо переменвой М. 

Ф;vвцил подстав0ВКJ1 1 опреде.uвная Вillll&, sв.ueтos 

часuчвоl. Суаевие этой фувкцп назнвае'l'СJI правв.u.иой 

Ф1Jutцвel подставовки, есп ее об.1аст• oпpeдe.aeiDIJJ удов

аворлеоr o.ae.Q~~~t~М ;yc.lloВJШN. 

I. В подс'lавовке. ва :которой опреде.11ева фувкцu, 

JDQI :к~ой переменной :аз LT :встречае'.fСЯ ровно один раз. 
2. Есп в описке 'l'ВПОВНХ 'NJ*OВ LT имеется пере

менвu '1'81J&8 11, sвJUJЩaяcs указаN.uм JDieви: 8IIILIИК&TИ»
вoro 'f&:pfa, то значением дu зтоl переменвой, указан

:&111 в ПОДО'.fа&ОИКе D»..TA, SJВ.U&'l'CII простой 06 1 ехтвd 
терм ( ycJJOU:e 8ШJJUIIt8.1'JDHOO'.fB) • 

Т Е О Р Е Ы А з.2. Пр8ВИяъвая ф~цил подотавов:кв 

S~ (D:EtTA,LT) - t.O вощу опредеJ18ва. 

В да.u.неlшем вас будет интереооваrь тожько 

I6 



llp8DJIЪИ811 Ф1ВJtЦU ПОДС'r8ИС&tИ, И 1111 будем В83НВ81'Jо Н 

проо'lО фУнкцией подо-rавовки. 

О П Р Е д Е JI Е Н И Е з. З. Фувкцвs В.. Обратваа к 

Ф1JDЩD ПОДС'l'а&О!ЕВ S, В :ВНЧВ:ОJШ111(8S ПСЩОТ8ВОВI't1 DJLTA 
110 88,Ц8RIIOЙ пsре - OTi'(lta 'Ж:ШОDИ 'N!JiiOВ LT - c-:pcza 

ocs' вжвп тер.аов LO, наэнваетса ф;ушщиой ото.rдес'l'В.tе
ввs. 

Фувкцu 0'1'0Jr,Ц9C'lU8ИКJi 'l'sa& UIOI8'1'CЯ ЧВС'fiАВОЙ 

функцией, поЭТО!оf1 вве обr.асп опреде1еви.s дооnрце.ам 

88 СПеЦИ81ЪВЬN 8ИD.Ч9П8М ttc'rcaut8C'lB.IfJD8 Н6ВОЗМОIЕВО'"• В 

8'1'011 О.Q'Ч88 МН '1'8U8 dу,цем roвopx'l'Jo8 \J'fO С'l'рСК& LO .ве 
отоцеотвипас:ь со C'l'patoй LT. 

IJpcщeco внч:иОJiевнл зак.1111чветс.s в pe,u&QJIJI описка 

ocs• ектша: 'l'IP\IOB к тероrRаJ~Ъвсму cШICit;y ocs' a'liDI:I: тор
мов по аашшвой проrромме. 

О П Р Е Д Е .11 Е Н И Е З.4. 
I. Прос'lой cxs• eJt'l'ad терм называвтоя термииа.п.ВЬII, 

8041 08 Не O'l'~Ц80'laя88~JJ НИ О ОЩИОЙ JеВОЙ Ч8СТЪD 

пред~аuв:ий nporpa:.o~u, :крсае предJrоuвий за.цер.-ки. 

2. АппJ1И1tативНiiЙ OCS 1 вктвd оrерм назнвеетс.s 'l'tpd

вuъв:wм, еса сам wpo1 не отацес'lU!Iется нх с одной 

жевой част:ыо прЦJ[а&ений, ::кроме пре.цяо.хеШ аадерва, а 

ero ввnреввd clDICca термов вркииuен. 
з. С:писса об' екоrивх 'l'll*OB вазнвавтоя вркивuъ

ВJ:110 eo.ur ::ка..цнй терм иоrо списка -repiO!В&Jieв. 

Терминаи:ьВUIIИ ocS' 8КТIПI4И 'l'll*aмJI MU dудем модеп
роваr:ь ИВ'lеНОИОН8ЛН функций. 

0 П Р Е Д Е Л Е Н И Е З. 5. Правижо КО11В8роИИ 

ocS' ектноrо терма. Пусть заце.н об' в:ктввй терм t. О и 
проrрамма Р. Ec.IIИ LO есть апплиха'l'IПНыйс.;арм, 10 пpe.в;

'88pll'ri.IIЪBO :кон.аертируе.,.ся ero сm~ссж термов по onpвдe

.ISIIJII) з. 7, • резу.u.тю иовворсии по.цс"rавцется вuесто 
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npe.uero спвска. Затем проверлетел те:ро;наJIЪность LO в 
омно.ае оnрвде.11е1П1.11 3.4. Воэм011вн два вари8В'l'а. 

А) EcJUI LO терми:В8Jiен. то резу.u.татом .коввероп 
JIВJUJeтcя он оам. 

В) EoJUI LO не те!*Инааен. то он ред1Ц11руетоs по 
Пр8В8.Q" pe,JUIЩП ИЗ OпpeдeJieiDIS 3.6. 

О П Р Е Д Е Jl Е Н И Е 3.6. IlpaвИ.IIO редукции 

ocs• 9Jt'1'HQI'O терма. Рассмотрим первое предлО&ние пpor
p8111W, .~~евая чвсть котораrо TI оrох,це(;~В.&Rетсл с зaцШI.
HIII ocs• ектiВIМ термом LO. Правая часть атоrо преДJJоsв
ввs LT является сnиском типовых термов. Вычис.IIИМ 

подставозку DELTA по ежедующей форму.ае: 

DELTA = R( ТI. LO) 

rде R- фувкция оrа.дествrевия из опреде.11евиs з.э. 

Учинваs yoJoвu выбора преДJJоаевия значение DELTA 
опреде.11ево. Ec.u: пара <LT, DEt..TA~ не ;удовжетворяе'!' 
fOJI08ИJ) 8ППJUIКаТИВНОСТВ: 1 ТО .ВСе BIIIЧИQMJDUi npeв:-

pSI{&mO.il1 и IJiutcиpyeтos ситуация "иарушавие усжовия 

81IП.IIIIta'lDВocти". В противном С4уч&е резупьтат реду.К

IUIИ LR ВIAИC.IJI8'1'C.IJ К 8К: 

LR = S(LT, DELTA). 

Из теоремw э.2 о.11еду&т1 что LR .ввмется списком 

<Ю' eк'!IDIX термов. 

О П Р Е д Е JI Е Н И Е з. 7. Правuо ковверсии 

списка оо'ев:тв.ых термов. Список об'ектша: термов 
коиверrируется по oднGtoty терму пос.аедовеr&.IIЪВО слева 

направо. Кацнй тер.t списка ховвртвруется по прввиq 

ковверсии терма, и резу.аьтат конверсии подставляется 

вместо неrо в cuиcCJt. 

По теореме Э.I резу.11ьтатом применения правила кои

версии списка будет списси об' ехтн.ых термов. 
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Pa60'.ra пporp818Ui вa'IIIВaв'l'CJI с ковверсu вexotoporo 
заранее задаввоrо ci0 1 8К'fИorO терма 8 пpC:ЩODM'fCJI ДО 
'fe.X ПОр, ПCita В peЗJ.П.'f8.'N BWЧИCJI8НIIЙ 88 .ПOJIYЧJI'l'OJI 0118-

ССИ терgнаnннх об 1 ектвнх термов. 
Эrим 101 пока зaвe.PIIIJIIМ опс81111е освоввнх ПOJIII'fd 

.&эJЕа ~АС. 

Опввем ва в•ем sзsке ФJвкцп арвфlетвв вад 

чио.11ами. З,цес:ь мв drдвм .цемонотрв:роваn 'f&:nшtf рабоrн 

о конце~ЩJ~JDШ :вз раздежа I. 
Предотаввм нмn>а.uнне чво.ва в виде 8ШL111Ка'ПВIIНХ 

термов с ~~~&нем N • оо спааком QIUiнаковнх прос'fнх тер

мов с JDieвeм I. Напр.~~~ер, ЧВОJIО 4 ОУ1..€.Т предотававо 

КЕ N(I,I,I,I). 'ЧJюnо но.& предст8ВВ11 ка DpOO'fOI терм 
N. Тоrда фувtЦU 0.1011811U dJДeT JDI8ТЬ 0.18д111UЙ мд. 

.ADDN( N, N ) • N:_ 
ADDN( N, N(#v) ) • N(#y)' 
ADDN( N(#I) , N ) • N(#I) 9 

ADDN( N(QX) , N(ffy) ) = N(h, lf У) 9 

tЩео:ь • дuее мн пpe.цuo.aar&E.:II, что фJ}пщп, о 

хоторнх я,аио ие ()~оворено прот•вное, ниrде do.aee не 

ОПреД&JiеВН. В дaiJBOII C.IJЧ88 &ТО O'I'BOOII'l'CJI lt фУJIКЦВ.ЧМ 

10 Z • N, которНi до.аВII бнть зацераавн. kартоао про
uве.мпе мнOJISCTBR ва оем dJДем вазН&ат.ь .цeквptOВIIII 

квацрмом. Вuно, Ч'l'О фУвкцu .ADDN опреде.вева BOJ)дJ на 
декартовом квацраtf' мвоuс'fва ватура.о.НIIХ чвое.в. о 

ну.ввм.. Тепер:ь ОПDJем фY'uiUIII BWЧII'f81DU18 JDI81111&JII TJ ае 
оd.ааоть оuреде.118Н11R. 

SUВN( & I,& I ) = t~. 
SI.SN( N{I, #Х) • N{I) ) = N(#X) 9 
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SUВN( N(I), N(I,;tY) ) = SUВN( N, N(#y) ); 
SUВN( N(I, #Ю, N(I, #У) ) = SUВN( N(#I.), N(#y) ) ; 

Здесь мв стаJIКиваемся с 'fвм, ч-rо :в процессе ввчио

мШ 6"11a'l порожда.тьсs интенсионалы вида: 

SUВN( N, N(#Y)) 

Т81Сие :иВ'Мвсаовалн мв будем ивтерцре'lировать :как 

отрицатеJIЬ:иъrе чис.па. 

Теперь д.u тоrо, 'Ч'l'OdB моzво СSшо пpoдo.IDitИ'lь 

ВJАИс.вевиs, вуuо доопределить Ш1!DИ фУвкЦии на деttарто

:8'* квацрате натураJIЪвых: чисея с ву.ием, попопвеввнх 

мвожеств~ :интенсионалов функции SUВN. Дv.r 8'l'Oro дОdа
:ввм к OПJICSВИJ) фувции ADDN с.педупцие преДJJ:ожениs. 

ADDN( SUВN( N, N( jy) ) , NrJ/:1J) = 
SUВN( N(#X), N(#y) ) ; 

ADDN( N((frJ, SUВN(N, N(#y)) ) = 
SUВN( N(#X) , N(tfy) ) ; 

ADDN( SUВN( N, &- Х) , SUВN( N, & У) ) = 
SUВN( N, ADDN(4X, &У)· ) ; 

повsтво, что мв не доопреде.мем функцD ADDN иа 
:квтевсиовмах функции ADDN, поакоJIЬКу она ииrде не 

sадерuваатс.s ВВ'У'l'РИ интересущей вао Оd.паоти. ПодОСSв:ым 

ае Оdразом доопрвдеJПJМ фувкциию SUВN. 

SUВN( ~Х, SUВN(N, &У) ) = ADDN( &х, &v ) ; 
SUВN( SUВN(N, ~ I.), ~у ) = 

SUВN( N, ADDN(drX, ~У) ) ; 

Ава.11оrичио ОПИСSВIШ'l'ОЯ фуюtЦИИ умноzевия МUI.N И 

де.lеВИSJ D!VN. Пос:ко.п:ыtу функция DIVN яв.мется частич
ной, и снова будуТ порсurд.ажьсл ивтенсиоиа..m, то '1'8Перь 

:все функции с.педует доопредеJDilть не то.IIЬКО на ин·1·енсио

ва.иах фfВltЦИИ SUВN, и:о и на ивтенсионалах функции DIVN. 
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Посжвдвие интвнсиоваАЫ мв бУдем ивrерпретировать как 

рациова.~ные числа. 

Введенвнх изо6разите.пьmа: средств ~е дос·.rаточво, 

чтобы описьtВать фувкции над миожеством: цeJiьtX иJIИ раци();. 

валышх: чисел. Для примера воэьием функцию фВitториая, 

котореs для общности демоветрации будет описьtваться и 

над мво.zествсм рациов:аJIЬншt чисел. 

"' N(I); FАСТ( N ) 
F.ACT( fr N ) = AM.N( ~ N, FАСТ( SUВN( tr N, N(I) ) ) ) ; 

Из приведе:нннх примеров :видно, что 'l'QKcтьt описаний 

фувкций тем более громоздки, чем больше в них глубина 

вложеш::ости суперпозиций фувкциii основных ариqнетичес

ких операций, наиболее часто вотречающихся в алrебраи

чесхих выражени.sх. В традиционной записи математических 

текстов эта nроблема решается путем введения ивфиксно.R 

формы записи дяя операций, наиболее распростанеинвх 

биварв:ьtх: фУiшций. TSR, вместо термовой записи внражевия 

ADD(ADD(I, У), х) 

в инфиксвой i.{х>рмв бу,цет: 

I +У+ Х 

Последвяs форма записи Удобнее для визуального 

восприятия, но пока не изобразима на Н8Шем языка. 

Поэтом;r мьt воспользуемся тем факта., что выражение о 

инфиксной формой записи операций имеет· эквивалентное 

термовое представление, и введем в наш яsык оледующие 

расширения. 

Всюду, где раньше мог о:wть тон:ько ТШiовой терм, 

теперь моиет онть пюОое правильное алгебраическое вь~а

жевие. в котором термивмьвыми операидm.а явr!Яисs 

типовне терли. Такое в:wражение преоdразуется в а~tвива.

лентИJ~ тврмовую форму о учетом общепринятого 
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C'l'apш!IВC'I'Ba че-rнрех арифwетическ:их операций и пo:pJWta 

:внuожвеИJIЯ одиШ:IКовнх операцd оже:ва направо:_ JИарнОt•о 

JOIIJ1Ca, :еозведеИИJ:I в степень и о ;vчетС~~ .11орвдка ВНЧ!Iо

J18иий, JI<азаввоrо скобкsми. При 8'l'ОМ пре06разов8ШUI 

бинарна~ ивqmtси:ыu опер81.U1ЯМ "+'', "-·~ ••··~ "/': "••"
стааsтсл в соот:ветстuе Оиварвве фуикцп с именемв ADD. 
SUВ, J4Ц., DIV, POWER СОО'l'В8'1'СТВ8ВИО, а уварной oпepaiUI.'I 
,._,,- уварим фувкциs с 11Мевем МINUS. Ts, :внраавие 

6Т.Це'l' Dре<Юрвзовано :в 'l8рмовнl цц; 

ADD( МINUS(.МЦ.(A, 8ri)), SUВ(POWEP( У, ltN), .. В)) ) • 

Odpa'l'нoe отОбрuение маае'f бМ'l'ь запраrр88111роваво на 

081101& itAC 1e при пре0бр8.ЗОВ8ВJIИ В CIDIВO.U.вd ВЦ .Ц.&S 
В1Зf8ЖИЗ8ЦИI р8З]"ЖЬ'I'а'l'ОВ ВНЧИСJ8ИКЙе 

Теперь фУнкЦD фак'l'Ориuа меw~о З8П8сат• ожед1111111М 

OCSpiЗC : 

FАСТ( t.. ) = N(I): 
FАСТ( &- N ) = & N * ГАСТ( &N - N(I) ) : 

~~-&У = SUВNШ, &У): 
&Х • &У = MIA..N(d(X, &tY): 

Пооае.ЦИВе д:ва пpe.ЦJIOUIDL6 .цоопредеuи фуикЦИD S'UВ • 
мц., коrорне, в nротивном С.~Г~ве, прос'I'О бн задеlJI&

по:ь. 

Ранее ми у.ае ro:вopиJDI, что чис.1а мн npeдc'l'aвl.lleм в 

вце ИВ'1'811СИОИ8JIО:В. функцd I, N, SUВ Jt DIV. W удобо

па введем во:внА ~ IП давннх ••рацион8JI:Ьное 11Ис.1о". Тп 

б7,~tем JОffерпретировеrь при помаци впп.nсативноrо терма, 

rдь ~ nрма оуде'l' иrреrь po.u. iiМeRil тиnа, .& c1111cat 
Nрмо:в иоrо аппJПDtат.иввоrо "Nрма - pO..IIЪ значеiDIЯ. 

Тек~ DIJI пnа значенкя "ряцион8JIЬНОЕ: число" 6удвт ВNLtii, 



а описке~~ термов бy;u;rr внтевсионалн ВJDеопвоаввоА 

O'l'p;vRТJPH• 

Теиерь р80111ирим вап sзнк так, по всщцу, rде 

ранив моr 6вть типовой терм, теперь моат 6вт:ь тре.цв

цвоннаs запись рацвонал:ьвнх чисел в десsтичной системе 

очислеви.s. ПодОбно C.IIJЧ811 с инфlsкснJ.NН операциsми они 

будут пре06разовнват:ьсs к термовей ФOI»te. Например: 

-Э/2 -'> :RNUМ( DIVN( SLВN( N, N(I,I,I) ) , N(I ,I) ) ) 

Теперь еще раз продемонстрируем описание функцки 

ф8Кториала, но теперь уже о учетом последних p8CIItllpe1Dd 
азЫtа. 

I· 
" 

FАСТ(О) = 
FACТ(~N) = ltN * FAC,'T(&N - I); 

ВNUM{&.X) - RNUM(&Y) 
RNUМ(&X) * .RNUM(&,.y) 

= RNUM( SUБN( &Х, &У ) ) ; 
= RNUM( МЦ.N( 8, Х, &У ) ) ; 

Посяе.цние два предлажавиа как и пр8!1Ще доопредеяsm 

функции SUВ и MUL, но ~е па новом типе данннr. - "раци

онаJIЬное чис.11о". 

5. AJII'OPИTMЬI РЕдУlЩИИ 

Рассмотрим аJU'оритм редукции об' ектнОI'О 'l'ерма LO. 
описанвнй в опредеJJении 3.6. Первый этап работы !iJII'~ 

ритма заключаат.:я в нахождении соответств;ующеrо пред.11~ 

жени.s прОI'раммы, с левой частью TI котороrо ОТОJUtеств
.ияетсл LO, и в.ь."ЧИолении подстановки D:&.,TA. На втором 

этапе внчисллетсл сnис<Ж о6' ектннх термов LR, как 
~начение фунюши nодотавовки на правой Ч8С'1'И LT соот
ветствующего предложеива и подстановки DELTA. После 

чего LR опять до.uен конвертироваться по правилу 3.5. 
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р. Р<А>: 

F(S.I) = А-Х. с\Х: 

'forд;a. еоп ВНЧИСJiевu вача'l'Ъ с Об 1 ек'fвоrо 'ftpмa Р • 'fO 
на вторе~~ •are коввереи ов CSY.ЦO'f проед;ев к cmrCity 
ocs• 8К'fJUtlt врмов: 

А, А 

KO'l'op.d CROB& д;OJIDB КОВВ8рпр(IВИ:ЬСSо 

Но В8,U 8'1'0 ООВ8рl118ВВО JIЭDШН81 

Все 0CS1 8И'1'ВК8 'f8JIO!t COCT8В.IIШIPI8 8'lO'f CDJICCJt 

ваведсмо в.вJL111'1'CJ! HIA.tDuъвaa. Это С.18дуе1' из 

о•едуащеl норемн. 

Т Е О Р Е М А s.I. О '1"8рКИ~~а~Ъаос'fк зиачевd пере
меВIDIХ. ЗвaчeiiJIJ!, Dр1НИМ68мне перемеiiНШО( в процессе 

cnarдeC'f:ВJie:н:и.s на ка.цоu шаrе коввероп. JJBJUJIIТOЯ 

'ftpмив&JIIoJI*И списквми термов. 

Опиралоь на резуJtЬтат теоремн s.I спредеJПDа новый 
&ЛI'ори'l'М :еычис.11еmш таким образе~&. чтосs.н не црПОД11.1ОС:Ь 

конвертировать эавед;оwо термиваJП.вне термы. JIB.IlSDЦИeo.s 

ввsчеикнмв пареме~ 

О П Р Е Д Е .11 Е Н И Е 5.1. Правипо кокверсп 

об1 ектваrо тер.~а. Пуотъ зв.цан 06 1 ектн:ый теры L. О и 
в:роrрвмма Р. EQ.11.; !.0 ест:ь апп.uкативяый терм, то :цред
варвтвлъао :ковверт~~руется ero cnиcOR оrе;рмов no опреде
жеИВD 3.7, и реsуж.ьтат ковверсии подставляется·вместо 

:пpeuero описка.. Посяе чего проверлетев термииап.воо•tь 

ca~oro нрма !.0 в oмwcJI8 прпедеиас .. •о определеШtS 3.4 .. 



При &fQ\1 вoэмoallii два сущеспевно разпЧI~ЫХ варианта. 

А) Еоп LO жермивuев, то реау..IЪта'l'ОМ .ковверсп 
oue~ овсам. 

В) Еоп LO не SВJUI8'1'CSI NpмИНSU.RIII, '1'0 ОН ре.цуцв
р;уеоrса по прави.Q ред1Кцп, oпиoaиs<llf вае в опредеu

нии 5.4. 

О П Р Е Д Е 1 Е Н И Е 5.2. Правuо КОШ18роии типо
воrо Nрма. Пуст:ь эадавн типовой терм ТР и по.цотапОJВа 

DD..T!.. 
I. Ео.ии ТР sвJUJe'!'Ca OCI1 61tтиш терме).(, 'lO ero 

кuввероц происходи'l' n:o Dp&ВIIJlY в:оввероп od' ехтноrо 
нр.са, D опрвделениs s.I. 

2. Ес.аи ТР JШ.tЯетсs nеремевиой, то вместо нее под
отавJ!Яе'fСа соответств;уi)Щее заачевие из по.цставопки 

D&.TA. 
з. Есп ТР явue'l'CS апПJОПtа'!'ИВ!ПIМ типова~ 'fермок, 

'lO свачuа JСОiшерпруется по опредеuшm беЗ ero СПИОСit 
типовнх тэрмов, а затем редуцв:руе'I'Ся 8ППJIИitа'l'ИВИнй 

'l'JШOBol '1"8J?М ТР' • ПO.ayчJUIIDЙCJI в p8ЭJJJ:Ь'f&жe ПОДС'f8ВОIIКИ 
в оrерм ТР, :вмес'!'О самоrо описка ero ТIПIОВЫХ: термов, 

авачевве :ковверсп иоrо оп.ваtа. Прачем :ков:верса ТР 1 

происходит cлe.QIIЩIDI 0С1раз0111: 

а) еоп ,:казате.& :вмени ТР' ест:ь а;цеитафlка'fор, 'fO 
ТР' явuе'!'Ся o61 eJCTID:IМ нрм<11, и ero ковверсu DpOJic:z:o
ди ПО Dpaвti.Q' ИЗ опреде.аевиs 5 .. I; 

В) ео.п 11tааате.а:ь &ев ТР' ест:ь :авремевиаs терма, 
то вместо вее ПQдставJШетса соответствующее авачепе из 

по.цставоики D.I!LTA. Посже чеrо ПO.IY'JIIВIIDIЙCЯ апп.DJСап:в

&1 '!'ерм, sвивмцdоs Об 1 ект&а~ жерм011, коввертируе'!'ОJJ 
по цравq ковверс:а D опредеuвu 5. I. 

О П Р Е д Е 1 Е Н И Е s.з. r.tрави.ао конвереи 

опвока пповых жермов. Ес.п LT aв.ue'l'CS спвок<11 uповu 
термов, 'lO ов коввертвруе'!'СS по одному 'fEI:piiY с.аева нап

раво. 
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О П РЕ Д Е .П В Н И Е 5.4. Правuо pe.QJEЦIIII 

о61 a'l'нoro терма. Расс:мотр1111 D8рвое цpe.UO.UIIJI8 пpor
pli1801, .1еваs час'f:ь котороrо ТI отоuеств.uетсs с аа.цан-

1011 OCS' u 'l'IDII '1'81*<* L. о. Праваs чаооr:ь иоrо :пред.lоа
иu L.T явuетсs сп:иса<U 'fИПОВНХ 'l'ермов. Ввчис.11111 

DOДO'f8110Вt7 DD,.TA ПО O.le.QDIIIЙ фор1:1.1е: 

DEI..TA • R( ТI. LO) 

I)te R - ф1J1КЦU OТOQIC'r8.18IDU D Oцp8Д818UJIJI З.З. 

7чивваs 1C.IOJWJ внбора Dpeд.IODIDIS эвачепе D&..TA 
опредежено. Есп пара <L.T. IЩ.ТА) не ;цовuоrвораеоr 

;JO.IOВDI 8DDJJDt8'rDВOC'l'.JI, ТО 808 ВЫU018JDIJJ Dp81t

piii(IIИC8, ll фlltC.IIpfi'lCII CПfaдiiJJ ''варушевв:е )'C.IOВJIJI 

апппка'fDкоети". В пpo'l'JUIВc.t сжучае. ка оеновавп 
:ВНЧХО.18ВВОЙ DOДC'1'8ВOSJI[ D!tT!, хонвертир;v8ТОМ L.T JIO 
правщ ltOВВ8poD ОJIИСКа ТJШОВНХ '1'8:р&ОВ D 0Dp8Д8 .. 8DJI 

s.з. 

Т Е О Р Е М А 5. 2" Еоп амес'fо пвремеовой, u:oдs

••• а пповой '1'-8111 ТР, подотави:ь соответств11Цее ой 
значение из п:>до'!'авовка DELTA, то :в pea;yn'l'a'l'e снова 

ПO.tfU'l'CUI CПJIO<E 'liШOUX tермов. 

Т Е 0 Р Е М А 5.,3. .t'88f.li'l'lrrOМ коввероп '1'JIDIOВOI'O 

WJIIa ТР по Dp8DII-'7 а опре.це.1еИВJ1 5.2 .sвueoras ODJIO(It 

cнS1 81tтllliX '1'8рмо:в. 

Т Е О Р Е М А S.4. Резуu.татом коиверс:п описка 

'l'JШOBIIX '!ермов L.T ПО правЩ D O!lp8Д8.18IOI.S 5.3 .IIBJIJI-

8'1'CS СПИСОК od1 elt'fiUIX ТSJI'OB. 

Т Е 0 Р Е М А 5.,5. дJl/1 .mбoro Оd 1 ектиоrо '1'8_рма L.O 
• программы Р резу.а:ь'1'в:rн конвероий, проведевннх по npa
U.I&М •а опреде.аеи:и.й з.s и 5.I. совпадают. 

Правuа хонвереи списка термов из опреде.1евил 5. З 
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мС811о модJiфцироаатъ ве B.IUJI ва оаиоВЧ&'Nnвые рез)'.аь

тuн :а:ооерсп. Н8ПрИ118р, поряд<Е, в :а:оторш :a:oввep

'fКP1J)'l'CS э.аемеин опаска '1'8рмов, совершевво ве о;?~Цеот

венев. ВозмQUа твкае QJШовремевваs потеНJU[&IЪШN 

коввероиа всех вп части 1.1ементов списка, что sв.uетоя 

BO'.fOЧВJIКQII B0811QIUIOO'!'B 8В'!'QII&TJIЧ8CКOI'O p8CD8p&U8.111В&

IIU анчвожевd, а 0.11'181 реапзацп urоримоа ва 

paзD'IIIDIX мвоrопроцеосо.РJUIХ системах. 

В разде.1е 5 CSнJI Dp&.I.JQUB urоритм ре.uкцu. 

поэ:воuщиl JIЗO&ra'!'ъ вeii)':Uiilt коверов заведомо 'r&PIIJI
вa.aьma термов, aв.~U~~~ЦXCJI зкачеliUМI: DВремоввых. Эrо 

ве едквствеюооt r.dJЧвl, :а:оrда а процессе :вычиыенd 

DpOJIЭBO.ЦИ'l'CS заведомо DDIIIНЯJI JtОв:веровв. 0пr1Dd881\U 
ВIAIICJI6вd В 'l'l:ltП O.Q'11811X R~.l.18'fOJI ДОО'1'81'0Ч&О Baвll( 

да.аш, чтосsн ;rдемтъ иому самое nрис'l'uъвое JJDIIaнвe, 

- JJDIO'!'Ь ДО :ВВ8Д8JUIS В RSIIE HOВIIIX ВЗобр83J1'18АВКI: 

оредотв. 

PSCCiiO'l'piiМ C.18.QIIIP[Й фраrмеВ'l' проrр8801: 

F(&-I) = G{сЬ-Х, H(&I) , R(8,X,It.X)) t 
G<т, #t.> = т: 
а{А,&Н,&Ю = &Н; 

Здесь предпО.181'88'lСJJ, что фУвкцп ~ • Н е~ rде-то 
опредв.11е:в:ы. Тоrда арв конвероu~ нaпpJIIII(ep, Nрма F(A) 
свачuа б1д1't Jtонвеvrироаатьсs термы Н( А) в l<CA .• j). а 
J,l8 ПОТОМ б)'Д9Т В~САS'l'ЬСЯ фувкциs ~ 0'1' р8З)'IЪ

'1:Крущеrо CПIIClt&. 

Но &J~rоритм аJ:JЧRСАевив фушсцп G. устроен та, что 

ввачuе ав8J!ВэируетСJI 'fОЛЪХО первнй ~рм &р!'У'..tепа, в 

.111111Ъ затем. в зависимосп от ero эиаченвв, испо.IIЬЗу&'lС.S 

та вли пu часть всеrо оота.u.иоrо арrумеша. '!.'Sit, в 



варВСII lq)IДJIOURП ве ВСПО.U.З)'8'1'08 8Иt1118JIJI8 D 8'10pol'O, 

о 'fPID&ro мрмов, а во мором upeджoaiDIJI авачепе 

•тloel'o tермв. С1едоваrеnво, коперов ип термов, 
в :ка:цСII u paccмaтpJIJJ88UНI о.t)'Ча8в, csua DПIIВ8й • 

ироQЦИ.Па 'fC.IaO К И81QJ111Jili BII'IIIC.IIИII.IIIa Понра Щфt:lt

'ID!IOC'l'И Ц8С:Ъ В!IЗВ811& В8ХЭбеа&ОСТЪ11 8В'IСIА8.'SЧ8СКОЙ 

:коверсп .воп термов арr~еиа внэо.ва ф1JEIUDI Q-. Ioт.s 

TY'f O!'OИJIO CSB сиачuа K011М.Pl'.ilp<88'1:Ъ 'IO.U.КO пepвill 

tерм, Jl В дa.IЪИ8DIW8 В ЗUJICИUOOП O'l 81'0 BB81IIIDIJJ, 

:ковверпроаеъ ип ве :коинрт.:роваn JtiiU8-'l'O u 
ПOOJ18JU'IЦП f8,pi0Ba Прк 8'!0118 DiiЗIOIММIS фJВКЦВ.S G. 
.-о.-ва сама ~UJIJI'f:Ъ :ковверuеl нх ...... рмов, вкaчeJDUI 

JtO'l'opliiX OW'f 118о6ХСЩ11411 в '!ОМ JUII Dt'll cque. 
Введем в .IIЭIE вовне средства. позвоцао~е DP• ОПII

оввu UI'O})И'l'UO.В 1JIPau.&'f.Ъ коиверо:11ей термов :а пp&ВIII: 

чеотях пре.u:а~евd. 

В w.x О.Q'Ч~, :коr.ца Jф!ВО прцотвраun ввтоuап
Ч801t111 кoквepoJIII кsкoro-ucso OП.JICita тJШома: врмов 112 

правой частв: upe.ItJIOUJW( 0 вuо BSК.II.JIDI'l'Ъ ИО'f споак :а 

:К:ве.цр11,'1'1Пl8 11t06Ъ:JI• Цр11 :ВВПОDеВWК СОО'1'В8'1'СТЪJDЦ8rО 

•ara psiO!tiUU иs OIIpi.lt8.1&НU 5.4 U8,ЦН1 uпо:вой торu 
&ацерааваамо1'о опиааа, такu, хак • кадd ero по.цтерм, 
за •оквченкем перемешпа, опачuа CSJX&т 38.\tJI!Iчeв D 

апПJUIКаПВI:iВЙ тер~~~~ с .IDie.нaм HOLD, 2 ае.'1'8К JШеото INр&

мевавх б7дrr по.цстав.аевw ооот:итопJЕЦИе sиa111D1. iЬI: 

сщu u термов, вахQЦНЩПо.s вв~ :ква.цраtвп акобса u 
бr.цет·коввертироветъсs. 

Так, ес.а: в &8111ем приме~ вкео'!'о преаеrо OJIJIOa!ШII 

Ф1DUJI F поuастиъ сжед:111Ц8е: 

'!О 11 p8SYU.'f&~8 JtОВВ8роП 'Npм!l F{A), О~М INI'!'~ 
HctD( Н( .А)) .. ~ее:. n.uo xs• CX'SpaзCII цpoиoxc,ll;ll'l' 
s~~,~~;epaa zоаверсв. НapJD:ai~ аппокаtивюd! 'fерм о име

нм на.о JQ:ави д.u тоrо, побw IIpll дu:ь:а.еЙiilей раdоте о 

П'fltBOIICS:IU!IМI КО.ВО бWrO O'.f .U:ЧЧJI'l':Ji 'N],)IIIol, SP..I.18:p8:81!BJNil 
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.авво в правых част.ах пpeJUIOUНd и эаu.:е,РJ~анвне в 

резуJJЬтан импжицировавноi зau.:&JZCИ, описанвой ранее. 

дJIII тоrо, чтобн sвво эв.церк8НRНе интенсиова.u 

мQЕВо сsняо затем, в СJ11Ч88 необходимости, конверт:иро

вuь, в аэ.JЕ :введена метвфункцu CONVERТ. В результате 

odpaщeВJIJJ к вей коввертвруетсs Об 1 ектиый терм, 
.sвJU~DЦdcs ее арrумевтом. 

ЗамеНIIМ пре.uее описание функции G. в В8111еu пр:вuере 
ва новое: 

G.(T, NL) = Т; 
G(A, HOLD(&tН), ~К) = CONVERl'{&Н); 

Тоrда в реэуnтате коввереи терма F{A) мн получим тот 
и& реэу.11ьтг.r, что и в сам~ первом вариантs нвmеrо при

мв~ 

!Ipeuoaeнн:d аппарат sвной задераки позвоцет, 

хроме всеrо прочеrо3 афр6ктивно описывать ивтерпре

тирущиа функции, - напр:имерr основннх yпpaвJIJDIQ!IX :ко&

струкц.d тpaдиiUIOIIJШX sзwков проrрамм.ироваJWJ. Проде

мов.стрврувм это на примере ии'1'8рпретирующэй функции 

ус.вовкаrо BlipaDSJIJJ. 

дJlFI бo.IIЬ!IIeй выраэитs.u.вости расширим еще раз наш 

ВХОДВОЙ .SЗII!t. Раэре1U11М ОПJС1t8'1'Ь ЗВП.SТШI В 38ПИСJI 

orшCita термов, замекяя их проdе.пао: в тех о.rучаях, 

хоr.ца эап.ятwе о.цвоакачно восстанавJIИвЗЮ'l'с.в. Разреши:м 

тa~Ute в :аравой чаот.в: пpe.ц.щцeii.IIJJ, при записи типового 

аппПJtапвноrо терма, пос.11е :имени тарма вместо Itpyrпa: 

окоб<Ж закJШ'Ilать списак термов в ква,цратиwе скобки. 

Эrо в тоЧ!tосп оквивалевтво записи посJ!е име.ви терма 

круr.111а скобок, :ВВУ'Т.Р!i которых: весь спиоаt термов 

эвкmючен в Е»а.цратннв. 

Теперь ивтерпрет.арущую функцию IF Jtсяо:вноrо внре
аеЮUI uаано ОПliсать с.педу~~ЩИМ образом. 
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П(&-Р t #L) = IFSFL(EVAL.(frP) .:/1 L.) ; 

IPSIL(T, ~Т~. &EtSE) • EVLISТ{ЬTНEN)' 
IFS&.( F • &ТВЕН. &ELSE) • EVL.ISТ(l..ELSE) ; 

EVLISТ(BOt.D( &.TifEt&.SE(fL) )) .. EYJt.(fL). 

EVAL.(HCLD( ~F(#L) )) = ~F(iV.AL(fL)); 
EV JL. ( HOI.D( k I ) ) .. CCIOEPr~I) : 
EV.AL(bl,# 1..} • EVAL(&.I), EV-'LCIL); 
BYAL(bl> = iX; 

ПpaeJt811 опвсавн пpocorebero иpe.JUDtaYa - пре.цката 

patвona. 

EQ(&.X. ~Х} ." Т' 
KQ(~. 6 У) • F; 

~ Jt8МОВОУр&ЦК8 ВСПО~ЗО88&1В DрВВ&Jt8ВВОЙ квrepцpe

ПPJRtf .. ф;rнкцп ll' 01111118м еще рав ф;,вцJD) Ф•оrориuа. 

FACТ(ftн, • IF tEQ(&N, О) 'rdEN(I) 
D..SE<&-N * FACI'(&N - I))] ~ 

ioD В8о0х(),ЦIМО ПO~'ril D'NBCИOBU фJDQD, 
пороцеиmdt в резуJrьтате .вввоl ацераи, без 

061 tмПII(aro апп.окативвоrо Nрма о JЫеВ& HQD, '1'0 oлe
:Q'IY :К 8ВВО ЗIЩ8р&ВВВQМJ" OIIIICIE7 '!'lpiiOB llpJDIIU'1':Ъ 

ID,QIIQII фУDЦIП) IIO'EN'l': 
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INТ.Eta(HOLD( &-F(-#L) ) ) • II'II'AP~. IIO'ENr(fL.)) i 
IIO'Efa( BOI.D{&.I)) • ~ х, 
INТENТ(~X.-#I.J .. Iwma(lt.I), IIO'OO(fl..); 
ItaEta(&tJ) = ~~. 

Itoll'AP(ItF, ;ftJ "' IК!'Ц.ТН<Х..Dt &.F(#L)1 ; 
INТDL ТН<t.O{HQ..D( ~ Х ) ) == & I; 



7. СIWШРНЫЕ ВЫР.ШШИН 

ТpaJUP.UIOНQII запись проиавоnноrо ureбpuчecкoro 

вкраuнп, Соде],Хащего простые перемеВВН9 • о<Sращенил к 

фуикцuм, тaRD будем таqе uре.цстав.uть в термовом 

вце. ~т:ь, например, дано внра:uн.ие 

х + SlN( у) - EXP(x+r) + 2•х••2 

Мв будем :киерпреткровать ero cлe.QDQИU о<Sразом. Все 

простве переменные есть простые o<S' ектвне 'l'ермн -
ивтевсио118.1i1 функций без арr~етов. Вое о6ращевиt~ к 

ф;увitциаu ВII,Ца SIN( У) есть &ПI~.~ИКативВЬ18 Об' ек'l'ИН8 термм 
- ввтеноион8JIК ф;ушсцd о аргументами. НaupiiМep: 

х + SlN(y) -"> J.DD( х, SIN(y) ) 

В некоторых случаях 'l'llt08 непооредствеввоt предо
та:s.вевие и01tет Oil'l':Ь приеrивмым. Но eo.u, напрвкер, 

известно, что виrеисиовалв образовавы в резуJЪтаrе 

зедерв:ки функций, прJIВИМаnцих значенм ва мвоuстве 

Д8ЙСТВИ'МJIЪНЫХ ЧИС8J[8 ТО 'l'Orдa ВOЗВJIItSII'l про6.118111i1 

тЩ~tества вкраuиийс Например, рассмотрим два 

ИВ'NИОИОИSJiа: 

J.DD(x, I) :111 ADD(I, х) 

Интвнсиона.u.но ап два выраzеиа не равны, во ecЯJI, 

например, х есть ивтево:~~оиаж действитеJIЬиой функции, то 

акстеисиовая:ьио они равнн. В процессе внчксленЕI 

с;уществеRВУJ) pon иrрает акстеноиоиВJIЬиое равенство 

выра:uвий, и дц тоrо чтобы ваши вычис.11еикs моrп 

успешно проДВJП'атьо.s, нео6ХоДИl4о как мОJШо в 6ожъшем 

ЧИ:CJIG C.lf'Ч88B уметь ОПреде.IIЯТЬ 8ltС'l'еНСИОН8ЛЬНО8 равевс

~0 внрsеиd. Одвим из пуrей pe11eJUU1 иой пробжемв 

sвueтcs приведение вслкоrо Внр8118ВU Д8ИВСП'О твпа к 

векоторой вор~а.u.иой фор4е (есп она CJ1118CDY8T). 
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0oBOВIDif OВOЙO'fBOII Hopi8JIЪBOЙ Ф011П1 JIВ.IIR8'1'CSI '1'0, WO 

8ИeBCJIOHeJIЪB08 ра&8ВО'l'ВО внраuний SIВAII8'1'CII ВВоОхСЩI-

11111 J1 ДOO'l8'lOЧIDiМ YQ.IIOВJI9M П atC'I'8HCJIOН8JIЪBorO ра;вено

'l'ВS. 

Ваав;уD роп. при pacS0'1'8 &IП'opa'Dia ПOC'lp081D1.8 

BOJNUЬHOЙ форан :8Нр818ВIIЙ П'р88'1' бJiварваs фувкца 

"coom", оореде.иенва~~ на декартов011 квацрате мвоuо
тва об 1 ек тяых термов и пр&имаJЩаs значаJПUJ •меВЪI!е", 
"равно". "OOJI:ЪIIe". Rat •евно fC'l'poeвo ето O'l'liC8eв• 
.ввеlнвоrо поря.цка сейчао дц вас ие ваво. 

Dlc.цeJIJМ в качео'l'М O'l'дenвoro типа данюа пп 

"~аuрное В8р8ПИИ8"., :К В8М1 0J.Ц8М пр&ОДII'l'Ъ внрааевц 
С 11В'l8НС.ОВUВМИ функций, DpJIВIIII....X ЗВ&Ч8П8 JIS H8lt0o

тoporo :коп.ца. tkR етоrо 'l'JШa .uвип б;ц&'l' OO.ALo 
Пуот:ь Шоlр8К8П8 Р IJp.Daд.l..-r :КОW\7 ПODBOIIOB ОТ 

N переuеив~а В8Jt поим paцвoВSJtЬJDU ЧJЮе.и.. I!o.lьэrsoi 

ф7JDCJUI81 C()(EI.AiE 1'Шб&рем вз IIВOII8C'lB8 D8p8118JI.IIШC 081111> 

C'l'8p111JI - XI. l'orдa Д.lfR внраuвu Р udepeм C.l8д1DII.JII 
BOJIIAIЪJQI) форq; 

r,u .t ~ прВВЦ18D'1' :КОJIЬЦ1 ПO.DBOIIOВ О! OO'l'ВRIIIПCS N-I 
D8p81NIIВII1<: в 'NJ:'MOВOII ВJgt8 8'1'0 CSJ,U'l' 11р8ДСТ8В.18ВО 

0.18.QDIPIМ o0p8ЗQI: 

~8СЪ ПООJ18ДОВ8'1'8.1ЪВООТ:Ь О'НD8Н81 .р&СПО.10118Ва JIO 

•оараставв. Напр~~U~ер, а~рвuние 
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в термов ъи.цв б;r.цет цредетевАено с.аедуuuм ОСSравом: 

SCJL( Х, О, I, I, -Э, 2, I). 

дJUI вwpuem~й, оо.церuщп 8IIJIJIВXaтuaw термв~ 

в:opua.u.вas ФОJМа имеет иеако~Ыtо бояоа oo~~OJШd :u.ц. 

Птст:ь ао.u.цо КI пояучено п;r.rем кoJU.цeaoro пржооедввеВJIJI 

1t ПOJIJ) рацаоиажышх. чкое.в РОех auJlJUIXaТ/oiВRIIX термов с 

&евеu F, сnиоСЕ арrумевтов .которwх 'l'&КМ проеден к 

ворма&НОЙ ФО1*•• Тоrда JUШ виpeaeJWJ Р, оодерж•еrо 
тaJtXe аrш.акатенме терма, внберем о.че~ иopua.u.J1111 

форм)': 

р. А. * .. 

I'Д8 .&.& uрИВВ.Ц.IЬИ'f ПOJ!II р8ЦИОВUЬВВХ ЧJICS.I, L('J - ДJUI 

ка.цоrо i упора.цочевы вмесн с 1 по вoзpacтSIUiil, а все 
произввдеииs аз М 1 &ППJIИ!tа'!'ИВКWХ тер.~ов ;mоря.цочеw 

:вместе о l по вoзpE:Ct8JIDI. 
С.аучай, коr.ца внрааевu содержит как простые пере

МiИВые • твlt .1: 8ШIJIИКативвке Nрмы, о606щаетсл еотеот

вввн .... образом. Термсвое цредстав.11евио 8'l'Ой нормuьной 

Ф01МК строитсs aвuorJIЧВO представ1еmш нор.~uьвоа 

ФOPDi поuнома. Onlllleм терновое предс"J:"а:sлевие внdрав

иой Ba1JI но:рам:r.ной формн такоrо cкuspиoro вкрвже1111.11 :а 

вце 'БНФ. 

(CIWIЯPНOE ВЫРАЖЕНИЕ) ::= SCAL ((НОРМ. Ф. CIWIЯPA}) 

(НОРМ. Ф. СКАШIР.А) ::= (Р.АЦИОНАЛЫЮЕ ЧИСПО) l 
(ИМil ПЕРЕМЕННОЙ) , (ЧЛЕНЫ ПОJIИНОШ.) 1 

(ИМЯ ФYliiWY.IO 1 (CYМi\IA ПРО:И:ЗВ.ЕДIШИЙ Ф-ШJИ') 

З3 



(ЧJIЕНЫ ПОJIИНОМА) :: = (ЧJIЕН ПОJIИН()}ф J 
( ЧJlЕН ПОJIИНОМА') t <ЧЛЕНЫ ПОJIИНОМА') 

(ЧJIЕН ПОJIИНОШ) ::"' (ai'EIIEНЪ) 1 (CIWШPHOE ВЫРАПНИIО 

<аrЕПЕНЬ) :: = .(РАЦИОIШЪНОЕ ЧИСЛО) 

~Cnbl! ПРОИ3ВFДЕНИЙ Ф-l.WИ) :: = (.СШАЕМ<i:) 1 
<GШАЕМОЕ) 1 (C1Jii! ПРОИ3ВFДЕНИЙ Ф-I!ИИ) 

.(СШ.АЕWОЕ) : : = 11 ( <пРо.изв. AIIIIJl. ТЕРМОВ)) , 
аоэиИUИЕШ) 

<пРоизв. АПШI. ТЕРЫОВ) : : = О J <IIН<Шn'EJlЬ) J 
<ШЮIИ'rЕЛЬ) 9 <'ПР<ШВ. АШШ. ТЕРМОВ) 

<МНОIОО'ЕJlЬ) :: = (СТЕIIЕНЬ) 9 А ((СПИСОК АРl"'УЫFШОВ)) 

(СШЮОR .API'niEНТOS> :: = ~CIWIЯPНOE ВЫРАJЕНИF> J 
<."CCWWЯPHQE ВЫР..m:ниЕ) 9 ~СПИСОК АР.ГУМЕШ'ОВ) 

(КОЭ»Ф.идиЕtfl') ::... <СIШШРНОЕ ВЫРАIЕНИЕ) 

<иwi ПЕРЕМЕННОй) ::= .(IIPOO'fOЙ OБ1 EICr.dblЙ ТЕРН) 

<иш1 ФУНIЩИИ) : := .(ПРОСТОЙ ОБ1 ЕЮ'НШ1 ТЕРМ) 

"Сwпев:ь", XO'l'S И ОJIИСНВ88ТСS .х• "'рацКОНа.IЬНО8 ЧИОJJО"1 
прИIШ!88Т ТОJIЬКО Ц8JIН8 DO.IOD'f8П.ВН8 ЗВ&Ч&ВИS. C~ai 1 
.хоrда цр011э:ве.цевие аппJПUtаu:ввwх тер,аов Обозиачаетсп 

иуам. сосnветотв}18т равенству нулю с'1'8пени у ~опте

u". Спиоак вprYt~~eJfloв при атом опускавтоя, zбо он не 

C;yl(80'lВQH8B. 

Все фувкЦIIII ва.ц CК8JUfpHIIN тиnом .цщtнш: доuнн сох

ранять иу НОJМа.IЬиуJ> ФOINY· Поско.IIЬRу мы смо.цеuров8JIИ 

с:кв..uрвне BwpвJE&НU иополъзуs тoJIЬRo термы, то в нашем 

азве :выраз:имы JIOбwe прео6разования над ними. 
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Анuаrвчно С'fроятся модеп для таких ппов даввше 

:кsк .цроdн~рацвонаяьнве внрuенu, матрицы, тензорв в 

т. п. 

В результате анаJIИЗа !IредМетной оdnасти ''аяrебрsв
ч:еские :ВНЧИСЛеВИJ199 У.Ц&ЛООЬ предлОЖИТЬ иебОJIЬШОЙ H8CSop 
понятий и приВIUiпов, основываясь на которых <»tазалооь 

nosмOJIRiiМ моделировать как аJirебраич:еские структуры. 

так в действия над ними. Рвзр86атнваs JIЗЬI< мн исполь

зова.11И Э'rИ помтИ.II в качестве базовых. Понятил фyнкци:

OsaJIЪiiOtt ЗQВИСJIМООТИ, ВЬIЗОВ8. фуюtЦИИ И прВИЦ:ИП задерВИ 

внчислен:в:й позвопили обеспечить На.llИЧИе в пзнке аппа

рата конструировави.я неоdход11М.ЫХ типов данных. Ед:в:нст

веннвм •'9троите 11ЬИЫМ материuом", испопьзуемш при их 
:конс'l'р;vировавии в напей моде.IIИ, JJB.IlJIJ)ТCJI внтенсвонuы 

ф)'Нl'tций. ~в поnучаются в результате задержки внчисnе

вий функции в точке, нахо.цнщейся вне области ее опреде

ления. Синтаксические об'вктн, изображающие в нашем 
языке интенсионаJ[Н функций, - зто простые и аппJJИКат:и&-

нне оо' вктвне термы, - напимер, .,х,~ '"F<x, у)" о 
"G(F{x,y), )" и т.п. Из них-то и конструируются все 
ажrебраич:есквв структурн. 

Есп для конструирования таких об' вктов необходимо 
иметь в языке апnарат задержки в!fСiислений, то дл.11 

оnисания действий над ними, необходимо наличие в -sзнке 

средства ана.IПiза синтаксической структуры пороJЩаемых 

интенсионалов. 

Термы, иэrJбражащие интенсионалн, :имеют синтакси

ч:ескуll стухт;у-ру деревьев, поэтому для их ана.11Иза нам 

достаточно уметь э.налиэировать лишь тахие структУРы. 

В яэ:ы<е имеется аппарат JJвной задержки, что позво-

ляет эффективно описывать иитерпретируuцие фушtции 
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ОСНОВНЫХ 1ПРОМDЦВХ :КОВСтрJКЦИЙ 'rрвдвцJIОНВЫХ IJЗNКО:В 

IJро.rраммиров8ВШ1. Их :копоnэо:вание о:JЩеот:венно поа»

•аат выраз:итехьнооть язШtа. 

С:1Цествениой осоеlекноотью ваwка я:вметоя то, что в 

вем ае фиксироваJUI вемие СSазовuе U1'8Сiраичеокв типв 

д8ВКЫХ. Все они - .цаzе чво.11а и работа с ИJOOI, моде

щ;уися '1'8МJI .118 ОроiДСТВSd, ЧТО 8 Dp:l OIDIC8НП 'l'alt.П 

t'ИDOB ДЗНН.НХ ltSК 01taJUipiDI8 Biф8118HIUI Jl П 0Тn01118ИJI8 1 

матраца, Rватервиоиw, тензорн • т. п. Н•••е с:аойст:ва 

IIPEIRП &JINCipaичeOJtИX. оО' 8КТО:В .Не SBIIIИCS предОDреде
.18Вf1ЬNВ. Wa.~ мОJtем опионвать, например, яеаосоциап:ввые 

или aln'JUtQiiМY'l'a'l'Пннe o-rp:yxтypw и, при onao8JIU дейст
ьй Rlд ШI'ММ, ИСПОJlЪЗОВ&Т.Ь "fДOOкyr:J инфlкси"' SaJIIIC:Ь 
операций, дежал ети оперliЦИИ "'пeperpyaeннiiiМII''. При 

атом авалаз хюсsых соэдавных отру,кТУ,р может, асtеот

венио, оыть mtOJIЬ уrодио детаяьR.IН. Эtи овойо'l'Ва na~~ta 

поа:воцют }.181Ш4Т:Ь задачи, сформу.IIИрованв:ые по в:еедеuк. 

Цред.~~аrаемый SJЗIIК :Е\.АС .S.SJUI8ТC.fJ фУнкЦИОНаJIЬИЮI 

SSIIКOМ О аппаратом рв1tЛ>0:ИВНОI'О ОDИС8.НD функций. Ряд 

основных конетруаnай языка, - вк1111чаs аапарат оинтаRоа

ческоrо О'tохдест.вJiеDЯ, анмоrичнн соответот:в]I)ЩИН кoн

OTPJ'XUIWI Jf81it& рефая tбJ. Тtв что, одно 113 направ.llе
вd, раsвuаемое сегоДВSf, применеиве методов 

оитJЬШэацu проrрвмм не. sзнке !\..АС, оонов8ШUDС ва при:н

ципех oynep~toemuaци11, из.воаuных в I 7]. 
liep:вali реалв.зsцu язнка ооущеот:влена на яз~~tе 

рефu. На ней успешно решапоь вехоторве задачи мате
матической фкаи.к:и, теории устоl!чивооти: к rеt:~аетричеСI<ой 

те opu дшJферея~U~алъных ;ура:вненкй. 
ИsJIОХiННЫе здесь основвне приRЦКDН построения 

.wawкa :tt.AC вв исчерiD3uают. конечно, всеrо :круrа IIДей и 

методов, с:влзавинх с иопо;п.эовавием концепцп звдерzан

mа: BЫЧIICJieНJIЙ .u.s nоотроен.иs лэнr.а ажrе6раичеокп 

:uАИояенd. Про,цо.uепе ра6от естественнJМ образом раз

децетоя на исс.lедоваиил. CВS!Э6I:tiOie о дальнейшим раз:в:а

тиек CIII!O!'O Slэata, .в: иа соэ;цавив sa нем паквтов SJ!I'O.· 
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